Побудова і дослідження математичної моделі залежності між ростом і вагою дітей методом статистичних випробувань МонтеКарло. Істинна модель. Апроксимація поліномом першого степеня by Літнарович, Руслан Миколайович et al.
Міністерство освіти і науки України 
Міжнародний економіко-гуманітарний університет 












                                              =
=
=










                                                РівнеI OMM9 
=
               Р.М.Літнарович 
        Побудова і дослідження 
          математичної моделі 
  залежності між ростом і вагою 
   дітей методом статистичних  
    випробувань Монте Карло 
               Істинна модель 
= O=
Літнарович Р.М.=Побудова і дослідження математичної моделі залежності між=
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Відповідальний за випуск:= Й.В.= ДжуньI= доктор фізико-математичних наукI=
професор.=
=
Дослідження проведені в рамках роботи наукової школи МЕГУ 
=
На основі результатів дослідження= OMM= дітей дитячого садика побудована=
математична модель залежності між ростом і їх вагою у вигляді= = поліному першого=
степеня по способу найменших квадратів.=
Дана математична модель приймається як істиннаI=що дає можливість провести=
широкомасштабні дослідження точності вивчаємих залежностей методом=
статистичних випробувань Монте Карло шляхом= = генерування псевдовипадкових=
чиселI= які приводяться до заданих нормованихI= побудови спотворених моделейI= їх=
зрівноваження по способу найменших квадратів і набору великої статистики.=
Знаходяться ймовірніші значення коефіцієнтів=…а»I= …в»I= = = поліному першого степеня=
апроксимуючої математичної моделі.=
Робиться оцінка точності і даються узагальнюючі висновки.==
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                                    Передмова 
За результатами дослідження=OMM=дітей дитячого садика будується математична=
модель залежності між їх ростом і вагою у вигляді поліному першого степеня.=
Вихідними даними для проведення досліджень в даній роботі беруться=
результати росту дітей=EХі)=і їх вага=EУі).=
Розраховується коефіцієнт детермінації=I=на основі якого автор робить=
висновок про можливість встановлення емпіричної залежності у вигляді математичної=
формули.=
За цими даними будується математична модель по способу найменших=
квадратів.=Дана модель приймається за істинну модель.=
В подальшому молодими вченими будуть генеруватись випадкові числаI=
знаходитись коефіцієнт пропорційності К і дані випадкові числа приводитимуться до=
середньої квадратичної похибки=MI1=.=
Будуватимуться спотворені моделіI= яка зрівноважуватимуться по способу=
найменших квадратів.=
Дається оцінка точності елементівI= зрівноважених процедурою способу=
найменших квадратів.=Робляться узагальнюючі висновки.=
         Хоча експериментальні дані нами взяті із літературних джерелI=але математична=
модель залежності росту і ваги дітей будується вперше іI=як нам=



































1. Постановка проблеми дослідження 
При великому об’ємі вибіркиI= тобто коли число досліджуваних пар Х і У=
великеI= а самі значенняI= такожI= великі числаI= раціонально використати= = спосіб=
згрупованих даних.=
 Необхідно побудувати математичну модель залежності між ростом і вагою=OMM=
дітей==EДитсадок №=O6=м.=Костроми)=x1Ic.1M4].=
























8R-9M= O= P= = = = = = = = = =
9M-9R= = O= R= = = = = = = = =
9R-1MM= = 1= 14= T= = = = = = = =
1MM-1MR= = = O= 9= 4= 1= = = = = =
1MR-11M= = = = 1M= 1O= 4= O= = = = =
11M-11R= = = = O= 1M= 8= 4= = = = =
11R-1OM= = = = = P= 1T= 14= P= P= = =
1OM-1OR= = = = = 1= 8= 11= 1O= R= R= =
1OR-1PM= = = = = = = R= P= O= O= O=
1PM-1PR= = = = = = = = = = 1= 1=
 
Приведені дані в табл.1=складаються слідуючим чином:=
1.=Початкові дані за ознаками Х=Eріст в см.)=і У=Eвага в кг)=розбиваються на рівні=
інтервали.=НаприкладI=по Х=:=E8R-9M)X=E9M-9R)…При цьому==∆Х==R=см-=ширина кожного=
інтервалу.=Аналогічно по У=:=E1M-1O)X=E1O-14)…При цьому==
∆У==O=кг.=Кількість інтервалів звичайно беруть від=8=до=1O.=
===========O.=Отримані із експерименту значення ознак Х і У зводять в таблицюI=
знаходячи інтервалI= в який попадає= = значення ознаки ХI= і інтервалI= в який попадає=
відповідне значення ознаки У.= В клітинці на перетині стрічки і стовпчика цих=
інтервалів прставляють точку=Eабо інший знак).Наприклад6=ріст=–=9T=смI=вага=-1TI1=кг.=
В даному випадку= = 9T=попадає в інтервал=9R-1MMI=а=1TI1попадає в інтервал=16-18.= На=
перетині строчки= 9R-1MM= і стовпчика= 16-18= відмічаємо точку.При цьому необхідно=
слідкуватиI=щоб кожне значення Х або У із початкових даних==попадало лише тільки в=
один інтервал.=НаприкладI=візьмемо інтервали по Х:=9R-1MM=і=1MM-=1MRI=а значення Х==
1MM=EХ=1MM=співпадає з крайнім із значень==обох інтервалів).=Виникає питання=:=в який=
із інтервалів віднести значення= = Х=1MM?=До складання таблиці необхідно умовитися:=
значення==Х=Eабо У)=I=яке співпадає з одним із кінців інтервалу=I=відносити в перший із=
слідуючих по порядку інтервалів.Тоді значення Х=1MM=
попадає в інтервал=E9R-1MM).=
=========P.=ПідраховуютьI=скільки точок попадає==в кожну із клітинок таблиціI=отримують=
частоти і записують їх числами в цих же клітинках.=ТакI=на пере=–=
тині строчки=E9R-1MM)=і стовпця=E16-18)=стоїть число=T.=Це значитьI=що у=T=дітей ріст від=





O. Встановлення коефіцієнта кореляції 
=
=
По встановленому коефіцієнту кореляції появляється можливість оцінити=
результати експериментуI=тобто зробити оцінку тісноти зв’язку між=
досліджуваними факторами.==
============Спочатку розраховується коефіцієнт детермінації=oO=
 
[ ] [ ] [ ]

























                  EO.1) 
=
де==знаком=x=]=позначено суму відповідних елементів по Гаусу.=





                      ===========А=[xy]-1/n([x][y]), 
                              B=[X2 ]-1/n([x]2),                             (2.2) 
























































Таблиця O. Залежність між ростом і вагою дітей відносно центру    
                         інтервалу=
============================Вага в кг=E у )=і частота= іu =Ріст,см====E х )= 11= 1P 1R 1T 19 O1 OP OR OT PM PO 
====8TIR= O= P= = = = = = = = = =
====9OIR= = O= R= = = = = = = = =
====9TIR= = 1= 14= T= = = = = = = =
===1MOIR== = = O= 9= 4= 1= = = = = =
===1MTIR= = = = 1M= 1O= 4= O= = = = =
===11OIR= = = = O= 1M= 8= 4= = = = =
===11TIR= = = = = P= 1T= 14= P= P= = =
===1OOIR= = = = = 1= 8= 11= 1O= R= R= =
===1OTIR= = = = = = = R= P= O= O= O=
===1POIR= = = = = = = = = = 1= 1=
 









де частоти== іu =вибираються із табл.O=построчно.=













         


























                     

























На основі даних розрахунків отримуємо табл..P.=
 
 
Таблиця P.Вихідні дані для побудови зрівноваженої моделі 













































3. Представлення системи нормальних рівнянь 
 
У результаті проведеного експерименту ми маємо ряд результатів=
II іі УХ функціональну залежність між якими будемо шукати за допомогою=
поліному степені КI=де коефіцієнти= іа  являються невідомими.=
ТодіI=система нормальних рівнянь буде=
=
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]











































де знаком= [ ]  позначена сума відповідного елемента.=






Система нормальних рівнянь буде=
=
===================
[ ] [ ] [ ]







В подальшому будемо рішати систему лінійних нормальних рівнянь=EP.PF==











4.=Встановлення коефіцієнтів нормальних рівнянь 
 
Приведемо розрахункову таблицюI=на основі якої отримують коефіцієнти=
нормальних рівнянь.=
=







Mх = Oх = хy = УO=
1= ===8TIR= 1OIOMM= 1=
TSRSIOR= 1MS8= 148I84M=
O= ====9OIR= 14I4O8= 1=
8RRSIOR= 1PPR= OM8I1ST=
P= ====9TIR= 1RIR4R= 1=
9RMSIOR= 1R1S= O41ISR=
4= ===1MOIR== 1TIRMM= 1=
1MRMSIOR= 1T94= PMSIOR=
R= ===1MTIR= 18I8RT= 1=
11RRSIOR= OMOT= PRRIR9=
S= ===11OIR= OMI16T= 1=
1OSRSIOR= OOS9= 4MSIT1=





8= ===1OOIR= O4IO86= 1=
1RMMSIOR= O9TR= R89I8=
9= ===1OTIR= O6IMMM= 1=
1SORSIOR= PP1R= STSIMM=
1M= ===1POIR= PMIMMM= 1=
1TRRSIOR= P9TR= 9MMIMM=














































R.=Рішення системи лінійних рівнянь способом Крамера 
 





















Для тогоI=щоб із цієї системи визначити невідомі=с I=складемо із=

















Помножимо ліву і праву частини рівності=ER.OF=на= іх .=В лівій частині будемо=
мати= іхD I=в правій же частині введемо у всі члени= і -го стовпчика визначника=



















Потім до= і -го стовпчика визначника==ER.PF=додамо всі інші стовпчикиI=
помножені відповідно на .I...II O1 пххх Величина визначника від цього не=
= 1O=
зміниться.=Тоді= і -стовпчик представить собою ліву частину системи рівнянь=
ER.1F.=
















































Формула=ER.RF=дає можливість визначити кожне невідоме системи лінійних=
рівнянь=ER.1F.=
Якщо вільні члени системи лінійних рівнянь рівні нулюI=то вона буде=
системою лінійних однорідних рівнянь.=
Система лінійних однорідних рівнянь може мати рішення відмінне від=




                     B=[X2 ]-1/n([x]2),                               
                     C=[У2]-1/n([У]2). 
=
І в нашому випадку=
=====^== xXY]-xX]xY]/n== == TR1IR4TR=
=====В== xX^O]-Exx]^OF/n== = OMSOIRMMMMM=
=====С== xY^O]-ExY]^OF/n== == OT8I81PTP4=
=







































================= MI99181PT.OT8R.OM6O/R4TR.TR1 =×=o =
=
що говорить про надто високий зв’язок між факторною Х і результуючою=
ознакою У.=А це дає нам підстави вивести емпіри-=



















































І в нашому випадку=
=
4PPMIO98=-=MIPS4P8T*OO89OIST8=–=E-19I9R4OPPF*=!Формула не в таблице= 4,95162,=
=







=======що говорить===про коректність виконаної процедури строгого зрівноваження=




T.=Оцінка точності параметрів, отриманих із рішення 
системи нормальних рівнянь 
 
=







У формулі=ET.1F=n -=число початкових рівняньI=K -=число невідомих.=В=
нашому випадку= .OX1M == Kn  ε-=різниця між вирахуваним значенням= y¢  і=
вихідним значенням= iy ==
=
































Підставляючи у виведену намиI=формулу=ER.8F=значення= Х  спотвореної=
моделі отримаємо розрахункові значення= у¢ I=які будуть дещо відрізнятися від=
вихідних значень= .Y =

















































E у )= зрівноважу¢ = іi уy -¢=e = Oe =
1= ===8TIR= 1OIOMM= 11I9PM= -MIOTM4= MIMTP1O=
O= ====9OIR= 14I4O8= 1PITRO= -MISTSR= MI4RTS1=
P= ====9TIR= 1RIR4R= 1RIRTP= MIMO8R= MIMMM81=
4= = = =1MOIR= = 1TIRMM= 1TIP9R= -MI1M4S= MIM1M94=
R= ===1MTIR= 18I8RT= 19IO1T= MIPSMP= MI1O984=
S= ===11OIR= OMI16T= O1IMP9= MI8TOP= MITSM8R=
T= ===11TIR= OOIPMM= OOI8S1= MIRS1O= MIP149R=
8= ===1OOIR= O4IO86= O4IS8P= MIP9T1= MI1RTT1=
9= ===1OTIR= O6IMMM= OSIRMR= MIRMR1= MIORRM9=
1M= ===1POIR= PMIMMM= O8IPOT= -1ISTPM= OIT989P=
п=1M= ===11MM= OM1IO8P= OM1IO8P= MIMMMM= 4I9R98R=
=
Використовуючи функцію ЛИНЕЙНI=за результатами комп’ютерного=
розрахункуI=отримали повністю автентичні результати:=
=======================
MIPS4P8ST= -19I9R4O= У=bx+ a=
MIM1TPPTT= 1I9OPPPR=    mb ===ma=
MI98O= MIT8T= = = = = r²= my=
441IT14= 8IMMM= Fстат. dfст.св.=
OTPI8R4= 4I9R984S= Регр.сум.кв Зал.сум.кв.=
=





=====Враховуючи смисл= OO pipo I=можна сказатиI=що значення==c=показує в=
якій мірі==регресія краще оцінює==значення залежної змінної У’=в порівнянні із її=
середнім.=
=====Значимість рівняння==парної регресії==для контролю може бути перевірена і=
другим способомI=якщо оцінити значимість коефіцієнта регресії=«в»=Eу=а+вхF=I=
який має=t-розподіл Стьюдента з к===n=–=O=степе-нями свободи.=
=====Рівняння парної лінійної регресії==або коефіцієнт регресії=«в»=значимі==
На рівні α=Eінакше=–=гіпотеза Но про рівність параметра β1=нулюI=тобто:=




















































Корреляция Пирсона= MI991MSRRPT= = =
Гипотетическая разность средних= M= = =
df= 9= = =
t-статистика= O9I448SR94T= = =
mETY=tF=одностороннее= 1I4SROPb-1M= = =
t=критическое одностороннее= 1I8PP11O9OP= = =
mETY=tF=двухстороннее= OI9PM4Tb-1M= = =
t=критическое двухстороннее= OIOSO1RT1R8= = =
== =======X= =======Y=
=
=====Таким чиномI=дисперсія по Х=ax===OO9.1STI=а середня квадратична=
похибка .1P8.1R16T.OO9 === xx am =
При цьому= ( )[ ] 1MI414I4R1P8I1R*)1nEO ==-=- пдехх =
t=–=статистика для лінійної регресії буде=
=
( )[ ] .M168.O1414.4R
T8TP9.M
P64P9.MO ==-= xxbt m =
=====Контролем має слугувати рівність===
===========================
==================================F = t 2. 
=====І дійсноI=O1IM1S8=O==441ITMR=I=а=c===441.T14.=
Таким чиномI==
==============                   t = 21.0168 > t 0.95;8 =2.31.  
 








============================================ ].x/ omto a-+=D ==============================ET.1OF=
=====І в нашому випадку==========================================




============================= .MMTIM)/EMMPIM*P1IO)/E -+=-+=Do =




















=====Коефіцієнт еластичності показуєI=на скільки відсотків==зміниться показник=




































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































На першій діаграмі=«Ріст і вага дитини(експерименталь-=
ні дані»=першим рядом=Eлівим стовпчикимF=представлена==
вага дітей==Iправим стовпчиком=–=їх ріст.I=
На другій діаграмі приведені значення=«У’»=вага дітей=
зрівноваженої моделі..=
На третій діаграмі представлена зрівноважена функція У’=і=
абсолютні похибки=EвідхиленняF=даної функції від їх=
експериментальних даних.У..=
На четвертій діаграмі представлена побудована автором=
даної монографії математична модель і середні квадратичні=
похибки даної моделі.=
На п’ятій діаграмі приведено порівняння експериментальної і=
зрівноваженої математичної моделі=«Залежності росту і ваги=
дітей=».=





На основі проведених досліджень в даній роботі:=
1.За результатами експериментальних досліджень=OMM=значень ваги дітей У і іх=
росту Х проведена повна статистична обробка матеріалів.=
O.ВстановленоI=що коефіцієнт детермінації=I=тобто==відношення суми квадратів=
теоретичних відхилень У’=від середнього значення=У до суми квадратів=
відхилень спостережуваних значень Уі від середнього значення=У складає=
oO=MI98O.=
P.Отриманий коефіцієнт кореляції=Â=MI991=вказує на надто високу степінь=
кореляції=Eтісноту зв’язкуF=між ростом і вагою дітей.=




Y’=a+bX= -19,954233+ 0,364387 X 
    
=
залежності==росту дітей==У  від==їх ваги=Х.=
S.ВстановленоI=що середня квадратична похибка==одиниці==ваги за=
результатами зрівноваження складає=m=MIT8TP9=кгX=
X=
a.= середня квадратична похибка визначення=
коефіцієнта=а ==== X1I9OPPPRO=ат =
= O6=
b.= середня квадратична похибка визначення=
коефіцієнта=b  при== х === MIM1TPPTTP=bт =













T.Для визначення адекватності побудованої математичної моделі=
експериментальним даним отримали=c=критерій Фішера=============================
c=441.T14=[=cαI1IT=R.R9I=що підтверджує з надійністю Р=MI9R=повну=
адекватність побудованої моделі експериментальним даним.=
.8.Надійні границі індексу кореляції складають=
.MMTIM)/EMMPIM*P1IO)/E -+=-+=Do =
9.ВстановленоI=що рівняння парної лінійної регресіїI=або коефіцієнт регресії=
«в»=значимий на рівні Р=MI9R=I=тому що=
=============                   t = 21.0168 > t 0.95;8 =2.31. 
10. Найкращі припущення із заданою надійністю слід очікувати в околі==
Точки= ).IE УХ Надійна зона збільшується при віддаленні Х від значення= .Х =
11.Для прогнозного значення середнє значення коефіцієнта еластичності=
дорівнює=OIMP8.=Це означаєI=що при зміні фактора=EХF=на==
1BI=показник=EУF=зміниться на=OIMP8=B.=
1O.Дана робота відкриває дорогу для проведення досліджень методом=
статистичних випробувань Монте Карло.=
1P.Вона дає можливість охопити велику аудиторіюI=тому що будуть=
генеруватися похибки індивідуально і вони не повторюються в других моделях.=
14.Робота виконується вперше.=Нам не відомі літературні джерелаI=де б=






































1.Смирнов А.В.=Применение методов корреляционного анализа=
в педагогических исследованиях.=Современные психолого-педа-
гогические проблемы Высшей школы.Выпуск=1.Издательство=
Ленинградского унивенрситетаI=ЛенинградI=19TPI-с.96-=1M9.==
O.Максименко С.Д.I=Е.Л.=Носенко Експериментальна психологія=
(дидактичний тезаурус).=Навчальний посібник=–К.:=МАУПI=OMM4I=
-1O8=с.=
P.Літнарович Р.М.= Дослідження точності апроксимації=
результатів психолого-педагогічного експерименту= = методом=
статистичних випробувань Монте Карло.Ч.1.МЕГУI=РівнеIOMM6I-
4Rс.=
4.Літнарович Р.М.= Спосіб найменших квадратів і його=
використання для=
обробки матеріалів психологічних і педагогічних=
експериментів.Частина=1.=Курс лекцій.=МЕГУI=РівнеI=OMM6I=-=TR=с.=
R.Літнарович Р.М.= Застосування способу найменших квадратів=










12,2 87,5 1= TSRSIOR= 1MSTIRMM= 148I84M=
14,428 92,5 1= 8RRSIOR= 1PP4IR9M= OM8I1ST=
15,545 97,5 1= 9RMSIOR= 1R1RISP8= O41ISR=
17,5 102,5 1= 1MRMSIOR= 1T9PITRM= PMSIOR=
18,857 107,5 1= 11RRSIOR= OMOTI1O8= PRRIR9=
20,167 112,5 1= 1OSRSIOR= OOS8IT88= 4MSIT1=
22,3 117,5 1= 1P8MSIOR= OSOMIORM= 49TIP=
24,286 122,5 1= 1RMMSIOR= O9TRIMPR= R89I8=
26 127,5 1= 1SORSIOR= PP1RIMMM= STSIMM=
30 132,5 1= 1TRRSIOR= P9TRIMMM= 9MMIMM=
201,283 1100 1M= 1OPMSOIRM= OO89OIST8= 4PPMIO98=
      H      I J       K       L     M 
    = = = =















Розраху= нок коефіці єнта=^== xXY]-xX]xY]/n== TR1IR4TR=
Розраху= нок коефіці єнта В== xX^O]-Exx]^OF/n== OMSOIRMMMMM=
Розраху= нок коефіці єнта С== xY^O]-ExY]^OF/n== OT8I81PTP4=
Розраху= нок коефіці єнта коре= ляції=r^O=^^O/BC== MI98OO1M899=
= = = ==




































Розраху= нок коефіці єнта=b= ==
== = = ==
== b=^/B== MIPS4P8T= = =
== = = ==
Розраху= нок коефіці єнта=a= ==
== a=1/nExY]-bxX]F== -19I9R4OPP=
=





Формула побудованої математи чної= =
== моделі= = ==
== = = ==























































Контроль зрівноважен ня= ==
== = = ==
xY^O]-= bxYX]-= axY]== 4I9R984RT=
== = == ==
[εε]== 4I9R984RT= = =
Контроль зрівноважен ня= ==
=
Додаток=T.=Оцінка точності зрівноважених елементів.=
=============
Середня= квадратична похибка одиниці ваги= ==
 μ=√E=  [εε]/(n-k))= = MIT8TP9= = =
== = = = ==
Середня= квадратична похибка коефіцієнта а= нта=b=
=====mb== μ√E1/BF== MIM1TPPTTP= = ==
== = = = ==
Се редня квадратична похибка коефіцієнта в=  коефіціє нта=a=








































Вага= коефіцієнта= ====b= = ==
mb== ====B== OMSOIR= = ==
Вага= коефіцієнта= ====a= = ==

























Додаток=11.=Контроль обчислень в матричній формі=
MI4SOT91= -MIM1M9M91= 1,3 MIP4R4R4RR= MIR88= MI4SOT91=
MIP9O499= -MIMM84848= 1,03333 MIO484848R= MI498= MIP9O499=
MIPPM1MM= -MIMMSMSMS= 0,76667 MI1TRTRTR8= MI419= MIPPM1MM=
MIO8M9MP= -MIMMPSPS4= 0,5 MI1OTOTOTP= MIPRT= MIO8M9MP=
MIOROTP9= -MIMM1O1O1= 0,23333 MI1MPMPMP= MIPO1= MIOROTP9=
MIOROTP9= MIMM1O1O1O=
-
0,03333 MI1MPMPMP= MIPO1= MIOROTP9=
MIO8M9MP= MIMMPSPSPS= -0,3 MI1OTOTOTP= MIPRT= MIO8M9MP=
MIPPM1MM= MIMMSMSMS1=
-




0,83333 MIO484848R= MI498= MIP9O499=
MI4SOT91= MIM1M9M9M9= -1,1 MIP4R4R4RR= MIR88= MI4SOT91=
== ==       ==
       R        S     T        U        V        W 
== == == == == ==
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